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1. Infroduccion
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El presente libro tiene como objetivo dar a conocer las bondades de las ecuaciones diferenciales
Ordinarias-Parciales y aplicaciones del campo de la ciencia e ingenieria.En matematicas, una
ecuacion diferencial es una ecuacién que relaciona una o mas funciones y sus derivadas .[1] En las
aplicaciones, las funciones generalmente representan cantidades fisicas, las derivadas representan
sus tasas de cambio y la ecuacién diferencial define una relacién entre las dos. Tales relaciones
son comunes; por lo tanto, las ecuaciones diferenciales juegan un papel destacado en muchas
disciplinas, incluidas la ingenieria , la fisica , la economia y la biologia .







2.1
2.1.1
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2. Ecuacion Diferencial Ordinaria

Ecuaciones diferenciales ordinarias (EDO)

Introduccioén

En matemadticas , una ecuacién diferencial ordinaria ( EDO ) es una ecuacién diferencial que
contiene una o mds funciones de una variable independiente y las derivadas de esas funciones. [1]
El término ordinario se usa en contraste con el término ecuacién diferencial parcial que puede ser
con respecto a mas de una variable independiente.

Definiciones

En lo que sigue, vamos decir que y ser una variable dependiente y x una variable independiente , y

y=f(x), 2.1.1)

es una funcién desconocida de x .La notacidn para la diferenciacion varfa segun el autor y sobre
qué notacidn es mas util para la tarea en cuestion.En este contexto, la notacion de Leibniz.

dy d*y d"y 2.12)
dx’ dx? 7 dry .

es mds util para la diferenciacion e integracién , mientras que la notacién de Lagrange

AR GITR L (2.1.3)

es mads util para representar derivadas de cualquier orden de forma compacta, y la notacién de
Newton

0,3, 7) (3,3, ¥), (2.1.4)

se utiliza a menudo en fisica para representar derivadas de bajo orden con respecto al tiempo.
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2.2 Diferenciales y sus aplicaciones

En esta seccién realizamos un breve recordatorio de las definiciones diferenciales o derivadas
importantes. La derivada de una funcién en su forma matematica es la razén o velocidad de cambio
de una funcién en un determinado punto. Es decir, qué tan rdpido se estd produciendo una variacion.
Desde el punto de vista geométrica, la derivada de una funcién es la pendiente de la recta tangente
al punto donde se ubica la direccion, suponiendo que esta direccion es X.
Por ejemplo, si una particula recorre una distancia de 5m sobre la trayectoria en un lapso de 2s, el
modulo de su velocidad media sobre la trayectoria es:

Ax 5 N

v=—==-=25m/s 2.2.1)

At 27
Si se desea conocer la velocidad de un objeto que se desplaza sobre una determinada trayectoria
cuando el intervalo de tiempo es infinitamente pequefio, asimismo el espacio recorrido también
pequeiio, que depende de la trayectoria. La velocidad instantdnea sera representada de la forma:

A¥(t)  dF(t)

_’t =1 _—= 222
vlr) = fim =5 d (2:2:2)

2.2.1 Velocidad angular

En el desenvolvimiento angular de los movimientos circulares, se produce una velocidad angulara
la variacién del angulo 6, posicién angular en el tiempo. La velocidad angular se representa por la
letra griega @ y se mide, en el SI, en radianes por segundo (rad/s). Se define matematicamente

como:
A 9—¢0  Pp—9a
TN t—1p g — s ( )
la velocidad instantdnea es representado como:
A — —o(t
0= 1im 20 _ jim 270 _ g, OUB) = 00a) _ 9 (2.2.4)
A—0 At tg—ta tp— 14 tp—rta Ip—1p dt
2.2.2 Definicion 01: Derivada exponencial y constante
si
df"(x) n14f(x)
= L 2.2.5
o nf(x) 7 ( )
si k: constante, f(x)=k
df(x) dk
="=0 2.2.6
dx dt ( )

Ejemplos: Si una asteroide (Fig:2.2.1) se encuentra orbitando al rededor de la tierra a una posicién
de:

F(t) = (P +2)i+( +1)]+ (* +0)k (m) (2.2.7)
encuentre la velocidad y aceleracién

. dr(t) d(t*+2).
E 7 P R s

d(r+1) - d(t4+0),; (2.2.8)
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Figura 2.2.1: Sistema de referencia del asteroide

V(t) = 261+ 367+ 43k (m/s)

B d*i(t)  av(t) d(2t). d(3t?), d(4r).,
W=7 = ~ar T a It a k

a(t) =20+ 6]+ 121%k (m/s?)

2.3 Busqueda de soluciones exactas

(2.2.9)

(2.2.10)

2.2.11)

En este libro algunas ecuaciones diferenciales tienen soluciones que se pueden escribir de forma
exacta y cerrada. Supdéngase que de acuerdo al problema anterior (Fig:2.2.1) , consideramos que el

tiempo es un factor importante, entonces para t=10,000 segundos se obtendra:

¥(t) = 2174312 ] + 4%k = 2(10,000)i 4 3(10,000)%j +4(10,000)k
V(1) =2 x 10%+3 x 108 +4 x 10"%k (m/s)

a(t) = 20+ 6t ]+ 126k = 2i+6(10,000) j + 12(10,000)*k

a(t) =20+6x10*]+12 x 10% (m/s?)

2.4 Ecuaciones ordinarias separables
2.4.1 Primer orden, separableen xy y

(2.3.1)

(2.3.2)

(2.3.3)

(2.34)

En este primer caso analizaremos ecuaciones e primer orden, separable en x y y (caso general, ver

mads abajo para casos especiales)

RWOI0)+ AX)(0) 2 =0
Pi(x)Q1(y)dx+P>(x)Q2(y)dy =0

2.4.1)
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Método de solucién
Separacion de variables (dividir por P,Q1).

*Pi(A) YO (A)
/Pzwdu o =C

Primer orden, separable en x

dy
= _F

5. = F()
dy = F(x)dx

Método de solucién
En este caso se puede analizar por integracion directa.

y— /XF(/l)dl e

Primer orden, auténomo, separable en y

dy

= _F

7 )
dy =F(y)dx

Método de solucion

En este caso se puede analizar por separacion de variables (dividir por F).

x:/yFaa)—l—C

Primer orden general, separableen X y Y

PO)Z +0() =0
P(y)dy+Q(x)dx=0

Método de solucién
En este caso se puede analizar integrando todo.

/yP(l)d)L +/XQ(7L)dk e

Integrales y sus aplicaciones

(2.4.2)

(2.4.3)

(2.4.4)

(2.4.5)

(2.4.6)

(2.4.7)

(2.4.8)

El integral, tan bien relacionado con el célculo infinitesimal, parte de las mateméticas y fisica en
el proceso de integracién o antiderivacién. Es muy usado en en el campo de la ingenieria y en la
ciencia; es muy importante para el cdlculo de dreas y voltimenes de regiones y s6lidos de revolucion.
Asimismo en las aplicaciones en sistemas de automatizacién y control relacionado con el pasado de

las cosas o causa.
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()

Figura 2.5.1: Particula en movimiento.

Definicion 02
La integral de una combinacién lineal es la combinacion lineal de las integrales

/ab(af—l—ﬁg)(x)dx—a/abf(x)dx—i—ﬁ/;g(x)dx. (2.5.1)

Segun la integral de Riemann de una funcién f sobre el intervalo [a,b] es igual a S si: Para todo
€ > 0 existe > 0 tal que, para cualquier particién etiquetada [a, b] con paso mds pequefio que &
se tiene

n
S=Y fal<e (2.5.2)
i=1
donde
b n
S= / = lim 1A 253
f HMHO;J‘(J : (2.5.3)
entonces para un integral de una funcién con exponente n sera.
f(x)n+1
\)Vdx == (2.5.4)
/ J ) q+1

Ejemplos: Si una determinada particula se mueve de la forma f(x) = /x (FIg:2.5.1), en los
intervalos de [0, 1], encontremos el drea y volumen de movimiento de la particula.

1 ! 25" 2.5 2.
/\/Scdx:/ xtde= (Sx3)| =212 202 =2, (2.5.5)
0 0 3 3 3

0
Ejercicios propuestos
Teorema fundamental del cdlculo

Si para una funcién f que es real integrable definida en un intervalo cerrado [a,b]. Luego se define
F para cada x de [a, D] por

X
F(x)= / f(x)dx. (2.5.6)
a
entonces se podria decir que F es continua en [a,b]. Ahora si f es continua en x de [a, b],entonces
F es derivable en x, y por lo tanto ‘ﬂ;—)(f) = f(x)
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0 0.5 1 1.5 2 2.5 3

Figura 2.5.2: La integral impropia del objeto

Integrales impropias
Si en los intervalos no son limitadas o acotadas, por ejemplo en su extremo superior, entonces la
integral impropia tendrd que ser limite cuando el punto final tiende a infinito.

/wf(x)dx = lim /bf(x)dx (2.5.7)

b—oo

Un dato importante es que si el integrando solo estéd definido en un intervalo finito semiabierto, es
decir un intervalo como (a, b], entonces, se obtendra el limite que puede suministrar un resultado
finito.

/b f(x)dx = lim ’ f(x)dx (2.5.8)

e-0Ja+e

Ejemplos: Se dese representar la dindmica de un determinado objeto (Fig:2.5.2) y su funcion es

representada por f(x) = W entonces:

/°° dx fm L gx + lim /’ dx
—— i1 - i -
0o (x+1)vx s=0)s (x+1)y/x i=e)i (x+1)y/x

= }g% (—;T 2 arctan \2) +}Lr§° <72r — 2arctan \2) (2.5.9)
T

272

=T.

posee intervalos no acotados tanto en el dominio como en el recorrido.

Trabajo y Energia

En el campo de la fisica hay multiples formas naturales andlogas continuas en términos de integrales
de linea; por ejemplo, el trabajo podria ser representado como una fuerza multiplicada por la
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distancia que puede ser representado en términos de cantidades vectoriales como:
W=F-d (2.5.10)

En términos de la integral de linea, es decir cuando las existe un razén de cambio en la posicidn,
expresada de la siguiente forma:

W:/ﬁﬁ (2.5.11)
Jc
la fuerza podria ser expresada vez F = m.a
W:/mwﬁ (2.5.12)
c

y la aceleracién en términos de posicion s

2
W:/mdm”df (2.5.13)
C ds?

Movimiento oscilatorio

en esta sesion define-se el movimiento oscilatorio o vibratorio como un movimiento en torno a un
punto de equilibrio estable. para la velocidad de una particula que se mueve a lo largo del eje X,
entonces esta representada por una ecuacion diferencial de la forma

dx
v=— (2.5.14)
si la particula tiene un movimiento arménico simple de la forma
x(t) = Acos(wt + ¢) (2.5.15)
entonces
v=wAcos(wt+¢) (2.5.16)
donde:

x, es la elongacién

t, es el tiempo

T, es el periodo

A, es la amplitud o elongacién méxima.

0= 27” =2nf, es la frecuencia angular

f, es la frecuencia

¢, es la fase inicial de la misma manera para la aceleracion res
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(EDP) es una ecuacién que impone relaciones entre las diversas derivadas parciales de una funcién
multivariable .

Distribucion de dindmica no leal de Richards

A nido-linearidade na dindmica da propagacdo de 4gua no solo e consequéncia dependéncia da condu-
tividade hidrdulica com respeito a coluna de d4gua do potencial matrico K (¥) ou ao contetddo da dgua
(6) no solo K(6).Esta e uma Equacdo em Derivadas Parciais Nao Linear de (richards1931capillary
e H:98).Equagdo de Richards em forma mista em que existem duas varidveis de estado (¥, 0) na
seguinte forma,

26 I¥(O)
5 =C(¥(0) =~ =—Va, (.1.1)

onde g fluxo instantaneo (m/s) ou densidade de fluxo de 4gua em direcdes (x,y,z).Si C capacidade
especifica (m?/s), onde Vq e gradiente de movimento de fluido ou 4gua,para nabla tense,

Jd. d . d

i,j.k sao vetores unitérios, d fung¢io diferenciais parciais (EDP) e a partir de equacao 3.1.1 € 3.1.2
ten-se.

20 9 W), 9 Iw(0)
Sy a[K(‘P(G))T] + a—y[K(‘P(e))a—y]
P JW(0). IK(W(6))
+a—Z[K(‘P(9)) 9z ]-l- 9z , (3.1.3)
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Figura 3.1.1: Dindmica de infiltracion de agua.

usando a regra da cadeia e fazendo algumas simplificacdes matemadticas, temos pineda2018resolucion,

2 9 IW(0)30. 9 IW(6) 90
W—a[ (( ))—89 EM +a—y[K( ( )>—89 EN
P IW(6) 96

—[K(P(0))(————=—+1 3.14
+ SIKWO)( S G+ Gl
A difusividade hidraulica do conteido de dgua pode ser representada na forma

K(6)

D(0) = c@)’ (3.1.5)

A expressdo da equagdo de Richards ,depende apenas da umidade com dimensao tridimensional
H:98.Em forma EDP nao linear[Eq. (2.1)]pineda2018resolucion .

0 9. 96 9 30 3 26
7 = PO+ 5RO+ [D(e)a_z +K(9)] (3.1.6)

Outra forma de expressar a equagao de richards1931capillary, depende apenas da umidade como
uma espac¢o unidimensional vertical molina2017distributed

20 dK(0) 90

3 V[D(G)VB]—Ta—Z, (3.1.7)

20 d d0. dK(6)d6

EI i T 18
resolvendo partir da equacao (3.1.8) Resulta

0 0’60 [dD(0) dK(8)] 06

5 =D(0) 92 —i—[ T ] FE (3.1.9)
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representa e movimento na 4gua em solos ndo saturados que podem ser também representados em
outra nomenclatura , forma vertical.

0 = D(G)ezz - [Dz(e) _K/(Q)}ez, (3.1.10)
Onde
a0 20
W(ZJ)ZGI(ZJ) TZ(ZJ):OZ(th)
0’6 0’6
32 Wf) = Oulx1) a—zz(z,t) =0..(z,1) (3.1.11)

A equagdo de Richards na forma horizontal

00 0 00
o =5 p©)5) (3.1.12)

difusividade e condutividade
A 0 pode-se expressar em funcdo de ® adimensional

0 =0(6,—6,)+6, (3.1.13)

Depois encontramos o modelo, que descreve aqui como uma fun¢do do conteido de dgua adimen-
sional ® [Eq. (2-3)]V:80,[Eq. (5)]hayek2016exact.

0—6, T
0(0) = 5o = [1+(ah)1’] (3.1.14)

Onde 6, umidade residual,d, umidade saturada, contetido de dgua no solo (m*/m?),p pardmetro
positivo que depende de médio, m pardmetro para a inclinacio de a profundidade com / (cabeca de
agud) [Eq. (20)]V:80
_ 1 m
D(©) = ;L 6%k (1 —@n) "
20m(6; — 6;) (3.1.15)

(m—1)

~(1-em)"7,

Na mesma maneira a condutividade hidrdulica gardner1960dynamic.

K(®) = KK, = K,{®[1 — @ )"]},
) (3.1.16)
(m:l—;,0<m< L;p>2),

Para reduzir a complexidades e simulag@o pode-se reduzir a equacio de Richards, em termos do
conteido de dgua adimensional [hayek2016exact].

90 _ 9 090 IK(©)

W:8—2[ ( )a—z] 5 (3.1.17)
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